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Hauptkomponentenanalyse

Die Hauptkomponentenanalyse (PCA = Principal Component Analysis) ist ein multi-
variates Analyseverfahren mit dem Ziel, die Zeilen einer Ausgangsdatenmatrix in ei-
nem kartesischen Koordinatensystem geringer Dimensionalitéat im Sinn der ,kleinsten

Quadrate” darzustellen.

Bei den Ausgangsdaten handelt es sich um Objekte, fur die jeweils mehrere Merkma-
le — Ublicherweise auf metrischem Skalenniveau - erhoben wurden. Die Objekte wer-

den zeilenweise, die Merkmale spaltenweise angeordnet.

Beispiel: ,Sicherheitsmangel bei Autos der unteren Mittelklasse®, HAZ vom
11.08.1990, S. 21:

Fahr- Lenkrad Arma- FuR- Seiten- Vorder- Rilck-

gast- turen- raum Ver- sitze sitze

zelle brett kleid.
Renault 19 TR 1,4 2,1 2,6 2,0 2,5 3,8 2,3 3,3
Toyota Corolla Compact 1,3 XLi 1,6 3,0 2,3 3,5 3,0 2,8 2,2
VW Golf CL 1,3 2,6 2,3 2,8 2,8 3,0 2,2 2,7
Opel Vektra GL 1,6 2,9 2,0 2,1 2,5 3,5 2,2 2,3
Fiat Tipo 1400 3,8 41 3,5 3,5 3,8 3,3 3,3
Ford Escord C 1,4 4,6 3,6 3,1 3,0 3,5 2,7 3,2
Opel Kadett LS 1,4 i 2,0 2,8 2,1 2,8 3,3 2,8 3,3

Die Ausgangsdatenmatrix wird mit X bezeichnet und ist vom Format (I, J):

(1.1) X = (Xj) =
X1 e Xu

Bei den Zeilen von X handelt es sich um die sog. Zeilenprofile der Objekte. Man be-

trachtet zunachst das mittlere Zeilenprofil, also das arithmetische Mittel fur jede Spal-
te. Die Matrix X die I-mal untereinandergeschrieben das mittlere Zeilenprofil enthalt,

ist
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Man kann diese Matrix rechnerisch einfach erhalten, indem man eine Matrix 1, vom

Format (1, 1) bildet, die nur aus Einsen besteht. Dann ist

(1.3) X = ZLiX.

1
I
Nun wird die Matrix A bengétigt, die die Abweichungen der Zeilenprofile vom mittleren
Zeilenprofil enthalt:

(1.4) A=X- X.

Die Aufgabe besteht nun darin, eine mdglichst gute Darstellung der Zeilen von A in
einem kartesischen Koordinatensystem geringer Dimensionalitat im Sinn der ,kleins-

ten Quadrate” zu finden.

e sei ein Einheitsvektor mit J Komponenten. Dann ist Ae der Spaltenvektor (mit J
Komponenten), der die Projektionen der Zeilenvektoren von A auf e enthalt. Die
Summe der quadrierten Projektionen ist

(Ae)'Ae =
(1.5) e'A'Ae.

A’A ist eine symmetrische Matrix vom Format (J, J) mit Rang r und positiv-
semidefinit'. Die Zahl e’A"Ae ist durch die Wahl des Einheitsvektors e zu maximie-
ren. Hierbei handelt es sich um ein Standardproblem der linearen Algebra, das auf

eine Eigenwertzerlegung von A"A fuhrt. Die Eigenwertzerlegung liefert

! Eine positiv-semidefinite Matrix enthalt nur nicht-negative Eigenwerte.
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(1.6) A'A=EAE = ' :
oles o

Die Eigenwerte A1, ..., A; werden in absteigender Reihenfolge angeordnet. Ist r < J,

so erhélt man (J — r) Eigenwerte der Gro3e Null bzw. r Eigenwerte > 0.

Zur Darstellung in einem K-Dimensionalen kartesischen Koordinatensystem (ubli-
cherweise ist K = 2) werden nur die K gréf3ten Eigenwerte und die zugehdrigen Ei-

genvektoren beibehalten. Die Koordinaten liefern Aey, ..., Aex, zusammen:
(1.7) AEk.

Da ublicherweise K < r, wird nicht die gesamte Information im K-Dimensionalen Ko-
ordinatensystem erfal3t. Um zu beurteilen, wie grof3 der Anteil der erfal3ten Informati-
on ist, wird die Gite der Anpassung angegeben. Die Gute der Anpassung ist der An-
teil der durch die K Dimensionen erfalRte Summe der quadrierten Langen der Zeilen

von A:

_ Mtk

1.8 M=——m——
(1.8) A+ + A

Entsprechend laidt sich die Guite angeben, die jede einzelne Dimension (Achse) lie-

fert.
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Beispiel: ,Sicherheitsméngel bei Autos der unteren Mittelklasse, HAZ vom
11.08.1990, S. 21:
Ausgangsdatenmatrix X
X =
2.1000 2. 6000 2. 0000 2. 5000 3. 8000 2. 3000 3. 3000
1. 6000 3. 0000 2. 3000 3. 5000 3. 0000 2. 8000 2. 2000
2. 6000 2.3000 2. 8000 2. 8000 3. 0000 2.2000 2.7000
2.9000 2.0000 2.1000 2. 5000 3. 5000 2.2000 2.3000
3. 8000 4.1000 3. 5000 3. 5000 3. 8000 3. 3000 3. 3000
4. 6000 3. 6000 3. 1000 3. 0000 3. 5000 2. 7000 3. 2000
2. 0000 2. 8000 2.1000 2. 8000 3. 3000 2. 8000 3. 3000
Bestimmung der Matrix X
Xquer = (1/1)*ones(l,1)*X
2. 8000 2.9143 2.5571 2.9429 3. 4143 2.6143 2.9000
2. 8000 2.9143 2.5571 2.9429 3. 4143 2.6143 2. 9000
2. 8000 2.9143 2.5571 2.9429 3. 4143 2.6143 2. 9000
2. 8000 2.9143 2.5571 2.9429 3. 4143 2.6143 2. 9000
2. 8000 2.9143 2.5571 2.9429 3. 4143 2.6143 2. 9000
2. 8000 2.9143 2.5571 2.9429 3. 4143 2.6143 2. 9000
2. 8000 2.9143 2.5571 2.9429 3. 4143 2.6143 2.9000
Bestimmung der Matrix A
A =
-0.7000 -0.3143 -0.5571 -0.4429 0.3857 -0.3143 0. 4000
-1. 2000 0.0857 -0.2571 0.5571 0. 4143 0.1857  -0.7000
-0.2000 -0.6143 0.2429  -0.1429 0.4143 -0.4143 -0.2000
0.1000 -0.9143 -0.4571 -0.4429 0.0857 -0.4143 -0.6000
1. 0000 1.1857 0. 9429 0.5571 0. 3857 0. 6857 0. 4000
1. 8000 0. 6857 0. 5429 0. 0571 0. 0857 0. 0857 0. 3000
-0.8000 -0.1143 -0.4571 -0.1429 0.1143 0. 1857 0. 4000
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Eigenwertzerlegung der Matrix A"A
[E L] = eig(A*A)
E =
0. 0660 0. 2447 0.1388 0.1718 -0.1472 -0.5756 0. 7308
-0. 5050 0.1757 -0.4137 0. 1969 0. 1415 0. 5227 0. 4593
0.1048 -0.5872 -0.1961 -0.6035 -0.2793 0.1028 0. 3910
-0.1297  -0.0273 0. 8011 0.0674 -0.3296 0. 4546 0. 1446
-0.0126  -0.7189 0. 1259 0. 5243 0.4156  -0.0813 0.1143
0. 8435 0.1370 -0.1223 0.2182 0. 0541 0. 4122 0. 1855
0. 0354 0. 1677 0.3141 -0.4904 0. 7720 0. 0406 0.1838
L =
0. 0770 0 0 0 0 0 0
0 0. 2025 0 0 0 0 0
0 0 0. 0000 0 0 0 0
0 0 0 0. 4286 0 0 0
0 0 0 0 1. 6471 0 0
0 0 0 0 0 3.1419 0
0 0 0 0 0 0 10.7829

Bestimmung der Koordinaten zu Darstellung in einem 2-dimensionalen kartesischen

Koordinatensystem

K2 =

-0. 8785 -0. 1647
-0.9991 1.0442
-0. 5149 -0.3912
-0. 7669 - 0. 9859

1.9694 0. 6620

1.9317 - 0. 5553
-0. 7416 0. 3909

Bestimmung der Glte der Anpassung (erste Achse, zweite Achse, gesamt)

0. 8553
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Graphische Darstellung

Sicherheitsméangel bei Autos der unteren Mittelklasse - Ergebnis der PCA fur die Zeilen
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